O prstenima oblika Z + Z sqrt m by Belina, Anamarija
SVEUCˇILISˇTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO–MATEMATICˇKI FAKULTET
MATEMATICˇKI ODSJEK
Anamarija Belina
O PRSTENIMA OBLIKA Z + Z
√
m
Diplomski rad
Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Zrinka
Franusˇic´
Zagreb, srpanj, 2016.
Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred ispitnim povjerenstvom
u sastavu:
1. , predsjednik
2. , cˇlan
3. , cˇlan
Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom .
Potpisi cˇlanova povjerenstva:
1.
2.
3.
Sadrzˇaj
Sadrzˇaj iii
Uvod 2
1 Integralna domena 3
1.1 Definicija i primjeri integralne domene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Svojstva integralne domene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Maksimalni i prosti ideali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2 Euklidska domena 28
2.1 Euklidska funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2 Primjeri euklidskih domena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Reprezentabilnost prostog broja pomoc´u binarne kvadratne forme . . . . 38
Bibliografija 42
iii
Uvod
U ovom radu bavit c´emo se integralnim i euklidskim domenama. Razvit c´emo koncept
djeljivosti u takvoj domeni koji je zapravo generalizacija Euklidovog teorema o djeljivosti
s ostatkom u skupu cijelih brojeva.
U prvom poglavlju definirat c´emo integralnu domenu te proucˇiti i dokazati neka njezina
svojstva. Navest c´emo primjere skupova koji jesu i koji nisu integralne domene. Iskazat
c´emo i dokazati zanimljiva svojstva koja vrijede za neke elemente integralne domene kao
sˇto su asocirani, ireducibilni i prosti elementi integralne domene te navesti primjere nekih
od njih. Proucˇit c´emo i vezu izmedu ovih elemenata. Bavit c´emo se i podskupovima inte-
gralne domene zatvorene na zbrajanje i mnozˇenje elemenata tog skupa. Takve podskupove
nazivamo idealima. Specijalno c´emo proucˇiti domenu glavnih ideala kao posebnu klasu
ideala. Vidjet c´emo da u toj klasi vrijede neka svojstva ireducibilnih i prostih elemenata
koja ne vrijede opc´enito. Definirat c´emo i proucˇiti osnovna svojstva prostih i maksimalnih
ideala. Na kraju poglavlja, dokazana svojstva omoguc´it c´e nam prikaz prostog broja p u
obliku u2−mv2 ili mv2−u2, za dani kvadratno slobodan cijeli broj m i za neke cijele brojeve
u i v. Odnosno, pokazat c´emo pod kojim uvjetim je moguc´ takav prikaz.
U drugom poglavlju bavimo se euklidskom domenom za cˇiju je definiciju potrebno
prethodno definirati i euklidsku funkciju za koju c´emo dokazati neka svojstva. Takoder
c´emo dokazati da je euklidska domena domena glavnih ideala. Posebno c´emo istrazˇiti kada
su integralne domene oblika Z+Z
√
m za m ≡ 2, 3 (mod 4) i Z+Z
(
1+
√
m
2
)
za m ≡ 1 (mod 4)
euklidske domene s obzirom na funkciju koja preslikava r + s
√
m u |r2 − ms2|. Odnosno,
ispitat c´emo za koje konkretne vrijednosti cijelog broja m navedeni skupovi tvore euklidsku
domenu. Zbog slozˇenosti dokaza, provest c´emo samo za neke od njih. Ovim dokazima se
i danas bave poznati matematicˇari, a tijekom 20. stoljec´a to je bilo podrucˇje u koje su
mnogi ulagali veliki napor unutar algebarske teorije brojeva. Posljednje rezultate u ovom
podrucˇju objavila su dva matematicˇara sredinom prosˇlog stoljec´a. Bili su to H. Chatland
i H. Davenport. Harold Chatland (1911.-1999.) je bio kanadski matematicˇar koji se na
pocˇetku svoje karijere bavio matematicˇkom analizom, a tek nesˇto kasnije teorijom brojeva.
Radio je na poznatim americˇkim sveucˇilisˇtima kao na primjer u Montani gdje je i zapocˇeo
svoju karijeru, Chicagu, Ohiu... Bavio se josˇ i astronomijom i fizikom. Harold Davenport
(1907.-1969.) bio je engleski matematicˇar koji se najvisˇe bavio podrucˇjem teorije brojeva,
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kasnije u zˇivotu odlucˇuje se posvetiti diofantskim aproksimacijama i geometriji brojeva.
Bio je cˇlan Londonskog matematicˇkog drusˇtva, a u jednom periodu i njegov predsjednik.
Tijekom zˇivota radio je i predavao na prestizˇnim sveucˇilisˇtima diljem Velike Britanije. Na
kraju zˇivota zazˇalio je sˇto visˇe vremena nije posvetio dokazu Riemannove hipoteze.
Konacˇno, dokazana svojstva ovih stuktura omoguc´it c´e nam karakterizaciju reprezen-
tabilnosti prostog broja p pomoc´u binarne kvadratne forme oblika x2 + y2, x2 + 2y2, x2 +
xy + y2, x2 + xy + 2y2 i x2 + xy + 3y2.
Poglavlje 1
Integralna domena
1.1 Definicija i primjeri integralne domene
Prije nego sˇto definiramo pojam integralne domene prisjetit c´emo se nekih vazˇnijih alge-
barskih struktura kao sˇto su grupa, prsten i polje.
Neka je G neki neprazan skup na kojem je definirana samo jedna binarna operacija koju
oznacˇimo s ◦. Dakle, binarna operacija ◦ pridruzˇuje svakom paru elemenata iz G element
iz G, to jest josˇ kazˇemo da je skup G zatvoren s obzirom na operaciju ◦. Kazˇemo da je
(G, ◦) grupa ako vrijede sljedec´a svojstva:
(i) (xy)z = x(yz) za sve x, y, z ∈ G (asocijativnost);
(ii) Postoji e ∈ G takav da je ex = xe = x za sve x ∈ G (postojanje neutralnog elementa);
(iii) Za svaki e ∈ G postoji y ∈ G takav da je xy = yx = e (postojanje inverza).
Krac´e c´emo rec´i da je skup G grupa s obzirom na operaciju ◦. Ako je operacija ◦ i komu-
tativna, to jest a ◦ b = b ◦ a, za sve a, b ∈ G, onda kazˇemo da je G komutativna ili Abelova
grupa
Neka je sada R neprazan skup na kome su definirane dvije binarne operacije koje
oznacˇimo s + i ·, a tradicionalno ih nazivamo zbrajanje i mnozˇenje. Kazˇemo da je (R,+, ·)
prsten ako je
(i) (R,+) komutativna grupa;
(ii) (a · b) · c = a · (b · c), za sve a, b, c ∈ R (asocijativnost operacije ·);
(iii) (a + b) · c = a · c + b · c, a · (b + c) = a · b + a · c, za sve a, b, c ∈ R (distributivnost).
3
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Ako je operacija · komutativna, onda je kazˇemo da je R komutativan prsten. Ako u struk-
turi (R, ·) postoji neutralni element, obicˇno ga oznacˇavamo s 1 i zovemo jedinicom, onda
se R naziva komutativan prsten s jedinicom.
Da bismo definirali integralnu domenu potreban nam je pojam djelitelja nule. Za ele-
ment a , 0 komutativnog prstena R kazˇemo da je djelitelj nule ako postoji b , 0 takav da
ab = 0. Onda je i b djelitelj nule.
Definicija 1.1. Integralna domena je komutativni prsten s jedinicom koja nema djelitelja
nule. Integralna domena D je polje ako je svaki nenul element ima multiplikativni inverz,
to jest ako za svaki a ∈ D, a , 0 postoji b ∈ D takav da je ab = 1.
Uocˇimo, ako je D polje onda je D Abelova grupa s obzirom na zbrajanje i D∗ = D\{0}
je Abelova grupa s obzirom na mnozˇenja. Nula - neutralni element aditivne Abelove grupe
- ne mozˇe biti invertibilan. Zaista, vrijedi 0 · a = a · 0 = 0, za sve a ∈ D.
U sljedec´im primjerima predstavit c´emo neke podskupove polja kompleksnih (i real-
nih) brojeva i pokazati da imaju struktruru integralne domene s obzirom na standardne
operacije zbrajanja i mnozˇenja iz polja. Jedino sˇto trebamo uocˇiti jest da su dani skupovi
aditivne podgrupe, te da je mnozˇenje na njima zatvorena operacija. Sva ostala svojstva se
nasljeduju, ukljucˇujuc´i i bitno svojstvo integralne domene da nema djelitelja nule.
Primjer 1.2. Prsten cijelih brojeva, Z = {0,±1,±2, ...}, je integralna domena.

Primjer 1.3. Skup
Z + Zi = {a + bi | a, b ∈ Z}
je integralna domena. Zaista, skup Z + Zi je ocˇito aditivna podgrupa od C, te vrijedi da je
mnozˇenje zatvoreno, odnosno (a+bi)(c+di) = ac−bc+(ad+bd)i ∈ Z+Zi za a, b, c, d ∈ Z.
Nadalje, u C nema djelitelja nule (jer je to polje). Elementi skupa Z + Zi nazivaju se
Gaussovi cijeli brojevi, odnosno skup Z + Zi nazivat c´emo Gaussovom domenom. Dobili
su ime po poznatom matematicˇaru Carlu Fridrichu Gaussu (1777.-1855.) koji je izucˇio
njihova glavna svojstva.

Primjer 1.4. Neka je
Z + Zω = {a + bω | a, b ∈ Z},
gdje je
ω =
−1 + √−3
2
.
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Broj ω predstavlja trec´i (kompleksni) korijen iz jedinice, 1. Provjerimo da je skup zatvoren
na mnozˇenje. Neka su a + bω, c + dω ∈ Z + Zω. Tada vrijedi
(a + bω)(c + dω) = ac + bdω2 + (ad + bc)ω. (1.1)
Kako je
ω2 =
(−1 + √−3)2
4
=
−2 + 2i√−3
4
=
−1 + √−3
2
= −−1 +
√−3
2
− 1 = −ω − 1,
iz (1.1) dobivamo
(a + bω)(c + dω) = ac + bd(−ω − 1) + (ad + bc)ω = ac − bd + (ad + bc − bd)ω,
pa zakljucˇujemo da je (a+bω)(c+dω) ∈ Z+Zω. Stoga je skup Z+Zω je takoder integralna
domena. Elementi ovog skupa nazivaju se Einsteinovi cijeli brojevi prema matematicˇaru
Gottholdu Einsteinu (1823.-1852.), odnosno skup Z + Zω se naziva Einsteinova domena.
Uocˇimo da je
Z + Zω = Z + Zω2
jer smo pokazali da je ω2 = −ω − 1. Broj ω2 je josˇ jedan trec´i korijen iz 1.

Prisjetimo se, rec´i c´emo da je broj m ∈ Z potpun kvadrat ako postoji x ∈ Z takav da je
|m| = x2.
Primjer 1.5. Neka je m ∈ Z i m nije potpun kvadrat. Definiramo skup
Z + Z
√
m = {a + b√m | a, b ∈ Z}.
Pokazˇimo da je ovaj skup integralna domena. Kako se sva bitna svojstva nasljeduju iz polja
R (ako je m > 0), odnosno iz polja C (ako je m < 0), treba samo provjeriti zatvorenost
operacije mnozˇenja:
(a + b
√
m)(c + d
√
m) = ac + bdm + (ac + bd)
√
m ∈ Z + Z√m,
za sve a, b, c, d ∈ Z. Ova domena se ponekad naziva kvadratna domena, jer je √m korijen
kvadratnog polinoma p(x) = x2 − m.
Ako je k cijeli broj razlicˇit od nule takav da k2 dijeli m, onda je
Z + Z
√
m ⊆ Z + Z
√
m/k2,
pri cˇemu jednakost vrijedi ako i samo ako k2 = 1. Za Z + Z
√
m kazˇemo da je poddomena
od Z + Z
√
m/k2. Na primjer, Z + 2Zi je poddomena od Z + Zi.

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Primjer 1.6. Neka je m cijeli broj koji nije potpuni kvadrat i kongruentan je 1 modulo 4,
to jest m ≡ 1 (mod 4). Zadan je skup
Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
= {a + b
(
1 +
√
m
2
)
| a, b ∈ Z}.
Vrijedi
(a + b
(
1 +
√
m
2
)
)(c + d
(
1 +
√
m
2
)
) = ac + bd
(
1 +
√
m
2
)2
+ (ad + bc)
(
1 +
√
m
2
)
.
Kako je m ≡ 1 (mod 4), postoji k ∈ Z takv da je m = 4k + 1, pa je(
1 +
√
m
2
)2
=
1 + 2
√
m + m
4
=
1 + 2
√
m + 4k + 1
4
=
1 +
√
m
2
+ k,
odnosno
(a + b
(
1 +
√
m
2
)
)(c + d
(
1 +
√
m
2
)
) = ac + bdk + (ad + bc + bd)
(
1 +
√
m
2
)
je element skupa Z + Z
(
1+
√
m
2
)
. Dakle, Z + Z
(
1+
√
m
2
)
je integralna domena koju takoder
nazivamo kvadratna domena jer je 1+
√
m
2 korijen kvadratnog polinoma (uglavnom polinoma
p(x) = x2 − x + 1−m4 ).
Bitno je naglasiti da Z+Z( 1+
√
m
2 ) nije integralna domena u slucˇaju kada m . 1 (mod 4)
jer tada operacija mnozˇenja nije zatvorena. Na primjer,(
1 +
√
m
2
)
︸      ︷︷      ︸
∈Z+Z
(
1+
√
m
2
)
(1 −
(
1 +
√
m
2
)
)︸              ︷︷              ︸
∈Z+Z
(
1+
√
m
2
)
=
(
1 +
√
m
2
) (
1 − √m
2
)
=
1 − m
4
< Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
.
Uocˇimo da elemente skupa Z + Z( 1+
√
m
2 ) mozˇemo zapisati i u obliku
1
2 (x + y
√
m), gdje
su x i y cijeli brojevi takvi da x ≡ y (mod 2). Zaista,
a + b
(
1 +
√
m
2
)
=
2a + b + b
√
m
2
=
x + y
√
m
2
,
pa je x = 2a + b ≡ b = y (mod 2). Ocˇito vrijedi da je domena Z + Z√m poddomena od
Z + Z(1+
√
m
2 ).

POGLAVLJE 1. INTEGRALNA DOMENA 7
Primjer 1.7. Neka je F polje. Skup svih polinoma u jednoj varijabli x s koeficijentima iz
polja F oznacˇava se s F[x]. Poznato je da je F[x] prsten, kojeg nazivamo prsten polinoma.
Buduc´i p(x)q(x) , 0 za sve p, q, ∈ F[x]\{0}, slijedi da je F[x] integralna domena. Sˇtovisˇe,
ako je D integralna domena, onda c´e i skup svih polinoma u jednoj varijabli x s koeficijen-
tima iz polja D, biti takoder integralna domena. Naprimjer, Z[x], to jest prsten polinoma
sa cjelobrojnim koeficijentima je integralna domena.
Prsten polinoma u dvije varijable x i y s koeficijentima iz polja F, F[x, y], je takoder
integralna domena.

Primjer 1.8. Zadan je skup
Z + ZΘ + ZΘ2 = {a + bΘ + cΘ2 | a, b, c ∈ Z},
gdje je Θ rjesˇenje kubne jednadzˇbe Θ3 + Θ + 1 = 0. Pokazujemo da je Z + ZΘ + ZΘ2
integralna domena. Kao i do sada kljucˇno je provjeriti zatvorenost mnozˇenja. Vrijedi
(a + bΘ + cΘ2)(d + eΘ + f Θ2) = ad + (ae + bd)Θ + (a f + be + cd)Θ2 + (b f + ce)Θ3 + c f Θ4.
Kako je
Θ3 = −Θ − 1,
te
Θ4 = Θ · Θ3 = Θ(−Θ − 1) = −Θ2 − Θ,
slijedi
(a + bΘ + cΘ2)(d + eΘ + f Θ2) =
= ad + (ae + bd)Θ + (a f + be + cd)Θ2 + (b f + ce)(−Θ − 1) + c f (−Θ2 − Θ)
= ad − b f − ce + (ae + bd − b f − ce − c f )Θ + (a f + be + cd − c f )Θ2,
pa smo pokazali da je umnozˇak u Z + ZΘ + ZΘ2. Zvat c´emo ga kubna domena.

Primjer 1.9. Neka je
D =
{
a + bi +
c + di
2
√
2 | a, b, c, d ∈ Z, c ≡ d (mod 2)
}
.
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Skup D je integralna domena. Provjerimo zatvorenost mnozˇenja. Vrijedi
(a1 + b1i +
c1 + d1i
2
√
2)(a2 + b2i +
c2 + d2i
2
√
2) =
= (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i + (a1c2 − b1d2)2
√
2 +
(a1d2 − b1c2)i
2
√
2 +
+
c1
√
2 + d1
√
2i
2
· c2
√
2 + d2
√
2i
2
=
= (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i + (a1c2 − b1d2)2
√
2 +
(a1d2 − b1c2)i
2
√
2 +
c1c2 − d1d2
2
+
+
(c1d2 − d1c2)i
2
,
jer je c1 ≡ d1 (mod 2) i c2 ≡ d2 (mod 2) slijedi
(a1a2 − b1b2 + c1c2 − d1d22 ) + (a1b2 + b1a2 +
c1d2 − d1c2
2
)i +
(a1c2 − b1d2)
2
√
2 +
+
(a1d2 − b1c2)i
2
√
2 ∈ D.

Napomena 1.10. Ocˇito vrijedi Z + Z
√
2 ⊂ D,Z + Zi ⊂ D,Z + Zi√2 ⊂ D.
1.2 Svojstva integralne domene
Propozicija 1.11. Neka je D integralna domena. Tada vrijede sljedec´a svojstva:
a) Multiplikativni neutralni element u D je jedinstven.
b) Ako vrijedi da je ab = ac, pri cˇemu su a, b, c ∈ D i a , 0, onda je b = c.
c) Ako vrijedi da je ac = bc, pri cˇemu su a, b, c ∈ D i a , 0, onda je a = b.
Dokaz. a) Pretpostavimo suprotno, to jest neka su 1 i 1′ neutralni elementi mnozˇenja.
Tada vrijedi 1 = 1 · 1′ jer je 1′ neutralni element, te 1′ = 1 · 1′ jer je i 1 neutralni
element.
b) Vrijedi
ab = ac ⇐⇒ ab − ac = 0 ⇐⇒ a(b − c) = 0 ⇐⇒ a = 0 ili b − c = 0.
Kako je a , 0 i u D ne postoje djelitelji nule, slijedi b − c = 0, to jest b = c.
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c) Analogno kao u b).

Definicija 1.12. Neka su a i b elementi integralne domene D. Kazˇemo da je a djelitelj od
b ili da a dijeli b ako postoji c iz D takav da b = ac i pisˇemo a | b. Ako a nije djelitelj od b,
to jest a ne dijeli b, pisˇemo a - b.
Primjer 1.13.
a) 1 + i | 2 u Z + Zi, jer je 2 = (1 + i)(1 − i);
b) x2 + x + 1 | x4 + x2 + 1 u Z[x], jer je x4 + x2 + 1 = (x2 + x + 1)(x2 − x + 1);
c) (1 − ω)2 | 3 u Z + Zω, jer je 3 = (1 − ω)2(1 + ω);
d) 1 + Θ − Θ2 | −Θ − 2Θ2 u Z + ZΘ + ZΘ2, jer je −Θ − 2Θ2 = (1 + Θ − Θ2)(1 − Θ);
e) 2 +
√
2 - 3 u Z + Z
√
2, jer 3
2+
√
2
= 3 − 32
√
2 < Z + Z
√
2.

U sljedec´oj propoziciji navodimo neka svojstva djelitelja iz integralne domene.
Propozicija 1.14. Neka je D integralna domena i a, b, c ∈ D. Tada vrijede sljedec´a svoj-
stva:
a) a | a (refleksivnost);
b) Ako a | b i b | c, onda a | c (tranzitivnost);
c) Ako a | b i a | c, onda a | xb + yc za svaki x, y ∈ D;
d) Ako a | b, onda ac | bc;
e) Ako ac | bc i c , 0, onda a | b;
f) 1 | a;
g) a | 0;
h) Ako 0 | a, onda a = 0.
Dokaz. Tvrdnje slijede odmah iz Definicije 1.12. 
Definicija 1.15. Element a integralne domene D naziva se jedinica ako a | 1. Skup svih
jedinica od D oznacˇavamo s U(D) (od engl. unit).
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U sljedec´oj propoziciji i teoremu navodimo neka svojstva skupa jedinica integralne
domene.
Propozicija 1.16. Neka je D integralna domena. Tada za U(D) vrijede sljedec´a svojstva:
a) ±1 ∈ U(D);
b) Ako je a ∈ U(D), onda je −a ∈ U(D);
c) Ako je a ∈ U(D), onda je a invertilibilan i a−1 ∈ U(D);
d) Ako je a ∈ U(D) i b ∈ U(D), onda je ab ∈ U(D);
e) Ako je a ∈ U(D), onda je ±an ∈ U(D), za svaki n ∈ Z.
Dokaz. a) Vidimo da ±1 | 1 jer (±1) · (±1) = 1.
b) Ako je a ∈ U(D), onda postoji b ∈ D takav da je 1 = a · b. Kako je 1 = (−a) · (−b),
slijedi da −a | 1 , odnosno −a ∈ U(D).
c) Ako je a ∈ U(D), onda je a · b = 1, za neki b ∈ D. Stoga je a invertibilan i b = a−1 pa
slijedi tvrdnja.
d) Prema pretpostavci je a · c = 1, b · d = 1, za neke c, d ∈ D. Otuda je (ac)(bd) = 1. Kako
je operacija mnozˇenja u D komutativna i asocijativna, slijedi (ab)(cd) = 1, odnosno
ab ∈ U(D).
e) Iz svojstva d) za b = a te primjenom principa matematicˇke indukcije slijedi an ∈ U(D),
za sve n ∈ N. Dalje, prema svojstvu b) i svojstvu c) slijedi da je ±(an)−1 ∈ U(D), za
sve n ∈ N, odnosno ±an ∈ U(D), za sve n ∈ Z.

Primjer 1.17.
a) i ∈ U(Z + Zi), jer je i(−1) = 1;
b) ω,ω + 1 ∈ U(Z + Zω), jer −ω(ω + 1) = 1;
c) Θ,Θ2 + 1 ∈ U(Z + ZΘ + ZΘ2), jer je 1 = −Θ(Θ2 + 1).
d) 1 +
√
2 ∈ U(Z + Z √2), jer je (1 + √2)(−1 + √2) = 1.

Teorem 1.18. Ako je D integralna domena, onda je U(D) Abelova grupa s obzirom na
mnozˇenje.
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Dokaz. Da bismo pokazali svojstva Abelove grupe koristimo se Propozicijom 1.16.
U(D) je zatvoren na mnozˇenje prema svojstvu d). Kako je D integralna domena, to je
mnozˇenje u skupu U(D) asocijativno i komutativno. Prema svojstvu a), neutralni element
mnozˇenja 1 je iz U(D). Prema svojstvu c), svaki element skupa U(D) ima multiplikativni
inverz i on je u U(D). Dakle, U(D) je Abelova grupa obzirom na mnozˇenje. 
Uocˇimo da je svaki invertibilan element iz D, takoder iz U(D). Stoga prema Propozi-
cijom 1.16 c), slijedi da je U(D) zapravo grupa invertibilnih elemenata u domeni D.
Sada c´emo definirati pojam asociranih, odnosno pridruzˇenih elemenata.
Definicija 1.19. Za dva nenul elementa a i b iz domene D kazˇemo da su pridruzˇeni ili
asocirana ako svaki od njih dijeli drugoga, to jest a|b i b|a. Pisˇemo a ∼ b. Ako a i b nisu
asocirani pisˇemo a / b.
Propozicija 1.20. Neka je D integralna domena te neka su a, b, c ∈ D∗ = D \ {0}. Tada
vrijede sljedec´a svojstva.
a) a ∼ a (refleksivnost);
b) Ako a ∼ b, onda b ∼ a (simetricˇnost);
c) Ako a ∼ b i b ∼ c, onda a ∼ c (tranzitivnost);
d) Ako a ∼ b i ako je b invertibilan, onda ab−1 ∈ U(D);
e) a ∼ 1 ako i samo ako je a jedinica;
f) a ∼ b ako i samo ako je a = βb za neki β ∈ U(D).
Dokaz. a) Trivijalno, a = a · 1, za sve a ∈ D.
b) Svojstvo simetricˇnosti slijedi direktno iz definicije.
c) Neka su a, b, c ∈ D∗. Iz a ∼ b i b ∼ c prema definiciji asociranih elemenata slijedi
a | b, b | a, b | c i c | b. Buduc´i da a | b i b | c, slijedi da a | c. Prema Propoziciji 1.14
b) slijedi da c | a. Prema tome a ∼ c.
d) Prema pretpostavci a | b i b | a, to jest b = αa, a = βb, za neke α, β ∈ D. Ako je b
invertibilan, mnozˇenjem b = αa s b−1 slijedi 1 = αab−1, odnosno ab−1 ∈ U(D).
e) Ako a ∼ 1, onda 1 | a i a | 1, pa je a ∈ U(D). S druge strane ako a ∈ U(D), onda a | 1.
Uvijek vrijedi 1 | a, pa a ∼ 1.
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f) Neka je a ∼ b, to jest a | b i b | a, tada trivijalno slijedi da je a = βb za neki β ∈ U(D).
Obratno, neka je a = βb za neki β ∈ U(D). Tada vrijedi a | b. Nadalje, kako je za
b = β−1a i β−1 ∈ U(D), slijedi b | a. Dakle, a ∼ b.

Napomena 1.21. Svojstva a), b) i c) ukazuju na to da je relacija ∼ - relacija ekvivalencije.
Klasa ekvivalencije generirana elementom a ∈ D je skup [a] = {ua | u ∈ U(D)}.
Primjer 1.22.
a) Ako a ∼ b u Z, onda je a = ±b, odnosno |a| = |b|;
b) U domeni Z + Zi je
1 + i ∼ 1 − i,
jer je 1 + i = i(i − 1) i i ∈ U(Z + Zi);
c) U domeni Z + Z
√
2 je
1 + 3
√
2 ∼ 5 − 2√2,
gdje je 1 + 3
√
2 = (1 +
√
2)(5 − 2√2) i 1 + √2 ∈ U(Z + Z √2).

Pojam prostog broja definirali smo na skupu prirodnih brojeva vec´ih od 1. Prisjetimo
se, za prirodan broj p vec´i od 2 rec´i c´emo da je prost ako nema djelitelja vec´eg od od 1
i manjeg od p. Dakle, jedini pozitivni djelitelji broja p su 1 i p. Lako se mogu pokazati
sljedec´a svojstva prostih brojeva:
Propozicija 1.23. Neka je p ∈ N prost. Ako za a, b ∈ Z vrijedi da je
a) p = ab, onda je a = ±1 ili b = ±1;
b) p | ab, onda je p | a ili p | b.
Prethodna svojstva posluzˇit c´e nam za karakterizaciju elemenata u domeni D.
Definicija 1.24. Neka je a iz integralne domene D, te a , 0 i a < U(D). Kazˇemo da je a
ireducibilan, ako iz a = bc za b, c ∈ D slijedi da je b ∈ U(D) ili c ∈ U(D).
Primjer 1.25. Broj 2 je ireducibilan u Z. Buduc´i da vrijedi 2 = ab, a, b ∈ Z, ocˇito slijedi
da je a = ±1 ili b = ±1. 
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Primjer 1.26. Broj 2 je ireducibilan u Z + Z
√−5. Pretpostavimo da je
2 = (a + b
√−5)(c + d√−5)
gdje su a, b, c, d ∈ Z. Otuda je
4 = |a + b√−5|2|c + d√−5|2,
odnosno
4 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2).
Prema tome, a2 + 5b2 je pozitivan cijeli djelitelj od 4 pa mora vrijediti
a2 + 5b2 = 1, 2 ili 4.
Stoga vidimo da je
(a, b) = (±1, 0) ili (a, b) = (±2, 0).
pa je
a + b
√−5 = ±1 ili a + b√−5 = ±2.
Ako je a + b
√−5 = ±1, onda smo pokazali tvrdnju. Ako je a + b√−5 = ±2, onda je
c + d
√−5 = 2
a + b
√−5 =
2
±2 = ±1,
to jest element iz U(Z + Z
√−5). Prema tome, 2 je ireducibilan u Z + Z√−5.

Primjer 1.27. Broj 2 nije ireducibilan u Z + Z
√
2.
Zaista,
2 = (2 +
√
2)(2 − √2),
ali ni 2 +
√
2 ni 2 − √2 nisu jedinice u Z + Z√2. 
Definicija 1.28. Neka je p element integralne domene D, te p , 0 i p < U(D). Kazˇemo da
je p prost ako iz p | ab, gdje su a, b ∈ D, slijedi da p | a ili p | b.
Je li neki broj prost ovisi o ’ambijentu’ u kojem se nalazimo, odnosno ovisi o integralnoj
domeni cˇiji je on element.
Primjer 1.29. Broj 2 je prost u ∈ Z. Pretpostavimo da 2 | ab, gdje su a, b ∈ Z takvi da
je ab paran broj. Da bi umnozˇak dva cijela broja bio paran, barem jedan od njih mora biti
paran. Slijedi da 2 | a ili 2 | b. Time smo pokazali da je 2 prost. 
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Primjer 1.30. Broj 2 nije prost u Z + Z
√−5. Ocˇito je
2 | (1 + √−5)(1 − √−5),
no 2 - 1 +
√−5 i 2 - 1 − √−5. Zaista, 2 = 1+
√
5
2 (1 −
√
5) i 1+
√
5
2 < Z + Z
√−5.
Primjer 1.31. Broj 1 + i je prost u Z + Zi. Pretpostavimo da je
1 + i | (a + bi)(c + di),
gdje su a, b, c, d ∈ Z. Tada postoje cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi
(a + bi)(c + di) = (1 + i)(x + yi)
Stoga su i pripadni moduli jednaki, pa dobivamo
(a2 + b2)(c2 + d2) = 2(x2 + y2)
Kako je 2 prost u Z, slijedi
2 | a2 + b2 ili 2 | c2 + d2.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da 2 | a2 + b2. Prema tome, ili su oba a i b parni
ili su oba neparni brojevi. U prvom slucˇaju stavimo a = 2r i b = 2s, gdje su r i s cijeli
brojevi. Kako je
a + bi = 2(r + si) = (1 + i)((r + s) + (−r + s)i),
slijedi da je 1 + i | a + bi. U drugom slucˇaju stavimo a = 2r + 1 i b = 2s + 1, gdje su r i s
cijeli brojevi. Jer je
a + bi = 2(r + si) + (1 + i) = (1 + i)((r + s + 1) + (−r + s)i),
dobivamo 1 + i | a + bi. Stoga zakljucˇujemo da je 1 + i prost u Z + Zi. 
Teorem 1.32. Neka je D integralna domena i p ∈ D. Ako je p prost u D, onda je p
ireducibilan u D.
Dokaz. Neka je p ∈ D prost takav da vrijedi p = ab, gdje su a, b ∈ D. Kako je p
prost, zakljucˇujemo da p | a ili p | b. Odnosno, a = αp ili b = βp, za neke α, β ∈ D.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je a = αp. Vrijedi ab = αpb. Odnosno,
p = (αb)p. Prema Propoziciji 1.11 c) slijedi 1 = αb, to jest b | 1, odnosno b ∈ U(D).
Prema tome, p je ireducibilan element u D. 
Napomena 1.33. Obrat Teorema 1.32 ne vrijedi. Pogledajmo Primjer 1.27 i Primjer 1.30.
Vidimo da je 2 ireducibilan u Z + Z
√−5, ali nije prost u Z + Z√−5.
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Sada c´emo proucˇiti podskupove integralne domene D koji su zatvoreni na zbrajanje i
mnozˇenje elemenata iz te integralne domena. Te podskupove nazivamo ideali.
Definicija 1.34. Neka je D integralna domena. Neprazan podskup I integralne domene D
je ideal ako vrijede svojstva:
1) Ako su a, b ∈ I, onda je a + b ∈ I;
2) Ako je a ∈ I i r ∈ D, onda je ra ∈ I.
Napomena 1.35. Ocˇito vrijedi da ako je a1, a2, ..., an ∈ I, onda je i a1r1, a2r2, ..., anrn ∈ I,
za sve r1, r2, ..., rn ∈ D. Nadalje, ako je a ∈ I i b ∈ I, onda je i −a ∈ I i a − b ∈ I. Takoder,
0 ∈ I te ako je 1 ∈ I, onda je I = D.
Primjer 1.36. Neka je D integralna domena. Ako je {a1, a2, ..., an} skup elemenata inte-
gralne domene D, onda je skup svih linearnih kombinacija od a1, a2, ..., an n∑
i=1
riai | r1, r2, ..., rn ∈ D

ideal u D. Zapisujemo ga kao 〈a1, a2, ..., an〉.
Istaknutu ulogu imaju tzv. glavni ideali i pravi ideali.
Definicija 1.37. Ideal I integralne domene D naziva se glavni ideal ako postoji a ∈ I takav
da I = 〈a〉. Odnosno, ideal je glavni ako je generiran skupom koji ima samo jedan element.
Tada element a nazivamo generatorom ideala I.
Napomena 1.38. Ako je D integralna domena, glavni ideal 〈a〉 generiran elementom a ∈ D
je skup {ra | r ∈ D}. Ocˇito je da je glavni ideal 〈0〉 jednocˇlan skup {0}, a glavni ideal 〈1〉 je
D.
Definicija 1.39. Ideal I integralne domene D je pravi ideal od D ako je I , 〈0〉, 〈1〉.
Napomena 1.40. Pravi ideal integralne domene D je ideal I takav da vrijedi {0} ⊂ I ⊂ D.
Primjer 1.41. Za svaki pozitivan cijeli broj k, skup
kZ = {0,±k,±2k, ...}
je ideal od Z. Sˇtovisˇe, kZ je glavni ideal generiran elementom k (ili −k) pa je
kZ = 〈k〉 = 〈−k〉.
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Napomena 1.42. Ako su a i b ∈ D∗ = D \ {0} takvi da vrijedi a = αb, onda broj α
oznacˇavamo s a/b.
Teorem 1.43. Neka je D integralna domena i neka su a, b ∈ D∗ = D\{0}. Tada je 〈a〉 = 〈b〉
ako i samo ako a/b ∈ U(D).
Dokaz. Neka je a/b = α ∈ U(D). Slijedi da je a = αb za neki α ∈ U(D). Neka je x ∈ 〈a〉.
Tada je x = βa za neki β ∈ D. Slijedi da je x = αβb za neke α, β ∈ D. Prema tome, x ∈ 〈b〉.
Time smo pokazali da je 〈a〉 ⊆ 〈b〉. Kako je α ∈ U(D) i U(D) grupa zatvorena na mnozˇenje,
pomnozˇimo li a = αb s α−1 imamo α−1b = α−1a. Slijedi, b/a = (a/b)−1 = α−1 ∈ U(D).
Sada potpuno analogno dobivamo 〈b〉 ⊆ 〈a〉. Odnosno, 〈b〉 = 〈a〉.
Obratno, pretpostavimo da je 〈b〉 = 〈a〉. Tada je a = αb za neki α ∈ D i b = βa za neki
β ∈ D. Prema tome, b = αβb. Kako je b , 0, zakljucˇujemo da je 1 = αβ pa je α ∈ U(D).
Dakle, a/b = α ∈ U(D). 
Proucˇit c´emo sada klasu integralnih domena u kojoj je svaki ideal glavni.
Definicija 1.44. Neka je D integralna domena. D je domena glavnih ideala ako je svaki
ideal u D glavni.
Teorem 1.45. Z je domena glavnih ideala.
Dokaz. Neka je I ideal u Z. Ako je I = {0}, onda je I = 〈0〉. Prema tome, mozˇemo
pretpostaviti da je I , {0}. Stoga, I sadrzˇi nenul element a. Kako se oba elementa a i
−a nalaze u I, mozˇemo pretpostaviti da je a > 0. Dakle, I sadrzˇi barem jedan pozitivan
cijeli broj a. Neka je m najmanji pozitivan cijeli broj u I. Dijeljenjem broja a brojem m,
dobivamo cijele brojeve q i r takve da vrijedi
a = mq + r i 0 ≤ r < m.
Kako je a ∈ I i m ∈ I, imamo r = a − mq ∈ I. Time smo dobili kontradikciju s pretpostav-
kom da je m najmanji element u I. Promotrimo josˇ slucˇaj r = 0. Tada je a = mq. Odnosno,
I = 〈m〉 = mZ. 
Prisjetimo se Teorema 1.32. Za bilo koju integralnu domenu vrijedi ako je neki njezin
element prost, onda je i ireducibilan. Obrat vrijedi samo uz uvjet da je integralna domena
domena glavnih ideala, sˇto c´emo sada i pokazati.
Teorem 1.46. U domeni glavnih ideala svaki ireducibilan element je prost.
Dokaz. Neka je D integralna domena te neka je p ireducibilan element te domene. Pret-
postavimo da p | ab, gdje su a, b ∈ D. Ako p - a, onda je I ideal 〈p, a〉 u D. Kako je D
domena glavnih ideala, to postoji element c ∈ D takav da je I = 〈c〉. Kako je a ∈ I i p ∈ I,
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mora vrijediti c | a i c | p. Ako su c i p asocirani, to jest ako c ∼ p, onda p | a, sˇto je
u kontradikciji s pretpostavkom p - a. Stoga mora vrijediti da c i p nisu asocirani, to jest
c / p. Kako je p ireducibilan, mora vrijediti da je c jedinica. Prema tome, postoji d ∈ D
takav da je cd = 1. Sada imamo c ∈ 〈a, p〉 pa postoje x, y ∈ D takvi da je c = xa + yp.
Slijedi
1 = cd = dax + dyp,
pa je
b = (dx)ab + (bdy)p.
Kako p | ab, vidimo da vrijedi p | b. Prema tome, p | a ili p | b pa je p prost u D. 
Korolar 1.47. U domeni glavnih ideala, element je ireducibilan ako i samo ako je prost.
Dokaz. Nuzˇnost slijedi direktno iz Teorema 1.46. Kako je domena glavnih ideala jedna od
klasa integralne domene, iz Teorema 1.32 slijedi dovoljnost. 
Primjer 1.48. Integralna domena Z + Z
√−5 nije domena glavnih ideala. Sˇtovisˇe, ideal
〈2, 1 + √−5〉 u Z + Z√−5 nije glavni.
Vec´ smo pokazali da je 2 ireducibilan, ali ne i prost u Z + Z
√−5 (vidi Primjer 1.27 i
Primjer 1.30). Pretpostavimo suprotno, to jest da je ideal 〈2, 1 + √−5〉 glavni. Neka je
〈2, 1+ √−5〉 = 〈α〉, za neki α ∈ Z+Z√−5. Stoga imamo 2 ∈ 〈α〉 i 1+ √−5 ∈ 〈α〉 pa vrijedi
da α | 2 i α | 1 + √−5. Kako je 2 ireducibilan u Z + Z√−5, mora vrijediti α ∼ 1 ili α ∼ 2.
Ako α ∼ 2, onda 2 | 1 + √−5, sˇto nije moguc´e jer 1 +
√−5
2
=
1
2
+
1
2
√−5 < Z + Z√−5.
Stoga mora biti α ∼ 1, pa je 〈2, 1+ √−5〉 = 〈1〉. Ovo pokazuje da je 1 linearna kombinacija
od 2 i 1 +
√−5 s koeficijentima iz Z + Z√−5. To znacˇi da postoje x, y, z,w ∈ Z takvi da
vrijedi
1 = (x + y
√−5)2 + (z + w√−5)(1 + √−5).
Izjednacˇimo li koeficijente uz 1 i
√−5, dobivamo sljedec´e
1 = 2x + z − 5w, 0 = 2y + z + w.
Oduzimanjem druge jednadzˇbe od prve, imamo
1 = 2(x − y − 3w),
sˇto ocˇito nije moguc´e jer se na lijevoj strani jednadzˇbe nalazi neparan pozitivan cijeli broj,
a na desnoj paran. Prema tome, ideal 〈2, 1 + √−5〉 u Z+Z√−5 nije glavni u Z+Z√−5. 
Definicija 1.49. Neka je D domena glavnih ideala i neka je {a1, a2, ..., an} skup elemenata iz
D. Tada je ideal 〈a1, a2, ..., an〉 glavni. Generator ovog ideala naziva se najvec´i zajednicˇki
djelitelj od a1, a2, ..., an.
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Neka je D domena glavnih ideala. Ako su a i b najvec´i zajednicˇki djelitelji od a1, a2, ..., an ∈
D, onda
〈a〉 = 〈a1, a2, ..., an〉 = 〈b〉,
pa su po Teoremu 1.43 a i b asocirani, to jest pisˇemo a ∼ b. Najvec´i zajednicˇki djelitelj
od a1, a2, ..., an oznacˇavamo (a1, a2, ..., an). Uocˇimo da je (a1, a2, ..., an) = 0 ako a1 = ... =
an = 0. Takoder, (a1, a2, ..., an) = (a1, a2, ..., an−1) ako an = 0. Nadalje,
a ∈ 〈a〉 = 〈a1, a2, ..., an〉,
pa je
a = r1a1 + ... + rnan
za neke r1, ..., , rn ∈ D. Stoga, ako je c ∈ D takav da
c | a j ( j = 1, 2, ..., n),
onda
c | a.
Sˇtovisˇe, za j = 1, 2, ..., n, imamo
a j ∈ 〈a1, a2, ..., an〉 = 〈a〉
pa vrijedi da
a | a j.
Ovime smo pokazali da je a najvec´i zajednicˇki djelitelj od a1, a2, ..., an. Elemente a1, a2, ..., an
nazivamo relativno prostima ako je (a1, a2, ..., an) jedinica. Odnosno,
〈a1, a2, ..., an〉 = 〈1〉 = D.
Sada se lako vidi da vrijedi
(a1, a2, ..., an−1, an) = ((a1, a2, ..., an−1), an).
Najvec´i zajednicˇki djelitelj nalazimo tako da nademo najvec´i zajednicˇki djelitelj parova
elemenata. Na primjer, (a1, a2) = b, (a1, a2, a3) = (b, a3) i tako dalje.
U sljedec´em teoremu iskoristit c´emo svojstva prostih i ireducibinih elemenara u domeni
glavnih ideala kako bismo vidjeli pod kojim uvjetima mozˇemo neki prost element p izraziti
kao u2 − mv2 ili mv2 − u2 za neke cijele brojeve u i v te m cijeli broj za kojeg vrijedi da |m|
nije potpuni kvadrat.
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U tu svrhu treba c´e nam pojam Legedreovog simbola. Neka je p ∈ Z prost broj, te a ∈ Z
i p 6 |a. Kazˇemo da je a kvadratni ostatak modulo p ako kongruencija
x2 ≡ a (mod p)
ima rjesˇenja (u Z), u suprotnom (kada prethodna kongruencija nema rjesˇenja) kazˇemo da
je a kvadratni neostatak modulo p. Pisˇemo
(
a
p
)
=

1, ako je a kvadratni ostatak modulo p
−1, ako je a kvadratni neostatak modulo p
0, ako je p|a
,
i zovemo ga Legedreovim simbolom.
Teorem 1.50. Neka je m cijeli broj takav da |m| nije potpuni kvadrat te neka je Z + Z√m
domena glavnih ideala. Neka je p neparan prost broj za kojeg je Legendreov simbol(
m
p
)
= 1.
Ako je m < 0, onda postoje cijeli brojevi u i v takvi da je
p = u2 − mv2.
Ako je m > 0 i postoje cijeli brojevi T,U takvi da vrijedi T 2 − mU2 = −1, onda
p = u2 − mv2,
za neke cijele brojeve u, v.
Ako je m > 0 i ne postoje cijeli brojevi T,U takvi da je T 2 − mU2 = −1, onda
p = u2 − mv2 ili p = mv2 − u2,
za neke cijele brojeve u, v.
Dokaz. Kako je
(
m
p
)
= 1, to postoji cijeli broj x takav da je x2 ≡ m (mod p). Stoga,
p | (x + √m)(x − √m) ∈ Z + Z√m
Ocˇito x±
√
m
p =
x
p ± 1p
√
m < Z + Z
√
m, pa slijedi
p - x ± √m
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Prema tome, p nije prost u Z + Z
√
m. Kako je Z + Z
√
m domena glavnih ideala, prema
Korolaru 1.47. p nije ireducibilan u Z + Z
√
m. Dakle,
p = (u + v
√
m)(w + t
√
m) (1.2)
za neke u + v
√
m ∈ Z + Z√m i w + t√m ∈ Z + Z√m, gdje ni u + v√m ni w + t√m nisu
jedinice u Z + Z
√
m. Iz (1.2) dobivamo
p − (uw + tvm) = (ut + vw)√m.
Kako m nije kvadrat,
√
m < Q pa je
p − (uw + tvm) = ut + vm = 0.
Slijedi
p2 = (uw + tvm)2 = (uw + tvm)2 − m(ut + vm)2
pa je
p2 = (u2 − mv2)(w2 − mt2). (1.3)
Kako m, u, v,w, t ∈ Z i m ∈ N, slijedi da u2−mv2 ∈ Z i w2−mt2 ∈ Z. Sˇtovisˇe, u2−mv2 , ±1
jer u + v
√
m i w + t
√
m nisu jedinice u Z + Z
√
m. Stoga, iz (1.3) i p je prost imamo
±p = u2 −mv2 = w2 −mt2. Prema tome, postoje cijeli brojevi u i v takvi da je p = u2 −mv2
ili p = −(u2 − mv2).
Ako je m < 0, onda u2 − mv2 > 0, pa mora vrijediti p = u2 − mv2.
Ako je m > 0, onda p = −(u2−mv2) i postoje cijeli brojevi T i U takvi da je T 2−mU2 = −1
pa je p = u′2 − mv′2, gdje su u′ = Tu + mUv i v′ = Uu + Tv. 
U sljedec´em teoremu osigurat c´emo uvjete za element p tako da se mozˇe izraziti u
obliku u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2 ili −(u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2) za neke cijele brojeve u, v gdje je
m cijeli broj takav da |m| nije potpun kvadrat i da vrijedi m ≡ 1 (mod 4).
Teorem 1.51. Neka je m cijeli broj takav da |m| nije potpun kvadrat i da vrijedi m ≡ 1
(mod 4) te da je Z+Z
(
1 +
√
m
2
)
domena glavnih ideala. Neka je p neparan prost element
za kojeg vrijedi
(
m
p
)
= 1.
Ako je m < 0, onda postoje cijeli brojevi u i v takvi da je
p = u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2.
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Ako je m > 0 i postoje cijeli brojevi T,U takvi da vrijedi T 2 + TU +
1
4
(1 − m)U2 = −1,
onda
p = u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2,
za neke cijele brojeve u, v.
Ako je m > 0 i ne postoje cijeli brojevi T,U takvi da je T 2 + TU +
1
4
(1−m)U2 = −1, onda
p = u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2 ili p = −(u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2),
za neke cijele brojeve u, v.
Dokaz. Kako je
(
m
p
)
= 1, postoji cijeli broj z takav da je z2 ≡ −m (mod p). Stavimo da je
y =
{
z, z neparan
p − z, z paran,
pa je y neparan cijeli broj koji zadovoljava y2 ≡ m (mod p). Neka je x = 1
2
(y − 1) ∈ Z.
Ocˇito je 4(x2 + x +
1
4
(1 − m)) = (2x + 1)2 − m = y2 − m ≡ 0 (mod p) pa slijedi da
p | x2 + x + 1
4
(1 − m). Prema tome p |
(
x +
1 +
√
m
2
)
u Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
. Ocˇito
x +
1 ± √m
2
p
< Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
pa slijedi
p - x +
1 ± √m
2
.
Prema tome, p nije prost u Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
. Kako je Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
domena glavnih
ideala, prema Korolaru 1.47 p nije ireducibilan u Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
. Prema tome,
p =
(
u + v
(
1 +
√
m
2
) ) (
w + t
(
1 +
√
m
2
) )
(1.4)
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za neke u + v
(
1 +
√
m
2
)
∈ Z + Z√m i w + t
(
1 +
√
m
2
)
∈ Z + Z√m gdje niti jedan u +
v
(
1 +
√
m
2
)
ni w + t
(
1 +
√
m
2
)
nisu jedinice u Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
. Iz (1.4) imamo
p =
(
u +
v
2
) (
w +
t
2
)
+
vt
4
m +
(vw + ut + vt)
2
√
m.
Kako m nije potpun kvadrat,
√
m < Q, pa su 1 i
√
m linearno nezavisni u Q. Prema tome,
p =
(
u +
v
2
) (
w +
t
2
)
+
vt
4
m, vw + ut + vt = 0.
Stoga
p =
(
u + v
(
1 − √m
2
) ) (
w + t
(
1 − √m
2
) )
. (1.5)
Mnozˇenjem (1.4) i (1.5) dobivamo
p2 =
(
u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2
) (
w2 + wt +
1
4
(1 − m)t2
)
(1.6)
jer je (
x + y
(
1 − √m
2
) ) (
x + y
(
1 − √m
2
) )
= x2 + xy +
1
4
(1 − m)y2.
Kako je m ≡ 1 (mod 4), u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2 < Z i w2 + wt + 1
4
(1 − m)t2 < Z. Sˇtovisˇe,
u2 + uv +
1
4
(1−m)v2 , ±1 i w2 + wt + 1
4
(1−m)t2 , ±1 jer u + v
(
1 +
√
m
2
)
i w + t
(
1 +
√
m
2
)
nisu jedinice u Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
. Sada iz (1.6) i p je prost zakljucˇujemo
±p = u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2 = w2 + wt + 1
4
(1 − m)t2.
Prema tome, postoje cijeli brojevi u i v takvi da je
p = u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2 ili p = −(u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2).
Ako je m < 0, onda u2 + uv +
1
4
(1 − m)v2 > 0 pa je p = u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2.
Ako je m > 0, onda p = −(u2 + uv + 1
4
(1 − m)v2) i postoje cijeli brojevi T i U takvi da je
T 2+TU+
1
4
(1−m)U2 = −1 pa slijedi p = u′2+u′v′+1
4
(1−m)v′2 gdje je u′ = uT +1
4
(1−m)vU
i v′ = uU + vT + vU. 
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1.3 Maksimalni i prosti ideali
U ovom dijelu definirat c´emo maksimalne i proste ideale te proucˇiti neka njihova osnovna
svojstva.
Definicija 1.52. Neka je M pravi ideal integralne domene D. M je maksimalni ideal ako
za svaki ideal I integralne domane D takav da je M ⊆ I ⊆ D vrijedi I = M ili I = D.
Primjer 1.53. Ideal 〈x2 + 1〉 je maksimalan u R[x].
Pretpostavimo da je I ideal u R[x] takav da je 〈x2 +1〉 ⊂ I ⊂ R[x]. Kako je 〈x2 +1〉 sadrzˇano
u I, to postoji f (x) ∈ I takav da f (x) < 〈x2 + 1〉. Dijeljenjem f (x) s 〈x2 + 1〉, dobivamo
f (x) = (x2 + 1)q(x) + r(x),
gdje je r(x) , 0 i deg(r(x)) < 2. Stoga, r(x) = ax + b, gdje su a, b ∈ R ne oba nula i vrijedi
ax + b = r(x) = f (x) − q(x)(x2 + 1) ∈ I.
stoga,
a2x2 − b2 = (ax + b)(ax − b) ∈ I
i
a2(x2 + 1) ∈ I.
Prema tome,
a2 + b2 = (a2(x2 + 1)) − (a2x2 − b2) ∈ I.
Stoga, I sadrzˇi realni broj razlicˇit od nule, to jest I sadrzˇi jedinicu od R[x]. Iz toga za-
kljucˇujemo I = R[x], sˇto je kontradikcija. Prema tome, ne postoji ideal I pa slijedi da je
〈x2 + 1〉 maksimalan ideal u R[x]. 
Teorem 1.54. Neka je D integralna domena. Neka je a ∈ D takav da a , 0 i a < U(D).
Tada vrijedi ako je 〈a〉 maksimalan u D, onda je a ireducibilan u D.
Dokaz. Pretpostavimo da a nije ireducibilan element u D. Kako a nije nula ni jedinica,
mora biti reducibilan element. Prema tome, postoje b ∈ D i c ∈ D takvi da a = bc, pri
cˇemu ni b ni c nije ni nula ni jedinica. Stoga
〈a〉 ⊂ 〈b〉 ⊂ D
pa 〈a〉 nije maksimalan ideal. Pokazali smo da ako je 〈a〉 maksimalan onda je a ireducibi-
lan. 
U sljedec´em primjeru vidjet c´emo da obrat Teorema 1.54 ne vrijedi opc´enito.
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Primjer 1.55. 1+
√−5 je ireducibilan element u Z+Z√−5, ali 〈1+ √−5〉 nije maksimalan
ideal u Z + Z
√−5.
To se lako vidi jer je 〈1 + √−5〉 ⊂ 〈2 + √−5〉 ⊂ Z + Z√−5. 
Vidimo da obrat Teorema 1.54 ne vrijedi opc´enito, no vrijedi u domeni glavnih ideala.
Teorem 1.56. Neka je D domena glavnih ideala. Neka je a ∈ D takav da a , 0 i a < U(D).
Tada vrijedi da je a je ireducibilan u D ako i samo ako je 〈a〉 maksimalan u D.
Dokaz. Dovoljnost slijedi direktno iz Teorema 1.54. Dokazˇimo josˇ nuzˇnost. Pretposta-
vimo da je a ireducibilan, ali 〈a〉 nije maksimalan ideal. Tada postoji ideal I takav da
je
〈a〉 ⊂ I ⊂ D.
Kako je D domena glavnih ideala, I = 〈b〉 za neki b ∈ D. Stoga,
〈a〉 ⊂ 〈b〉 ⊂ D
pa je
a = bc,
za neki c ∈ D. Kako je 〈b〉 ⊂ D, slijedi da b nije jedinica, a kako 〈a〉 ⊂ 〈b〉, c nije jedinica.
Stoga, a je reducibilan sˇto je kontradikcija s pretpostavkom pa slijedi tvrdnja. 
Teorem 1.57. Neka je D integralna domena i neka je I ideal u D. Tada je D/I polje ako i
samo ako je I maksimalan.
Dokaz. Pretpostavimo da je D/I polje i da je J ideal u D takav da je
I ⊂ J ⊂ D.
Stoga postoji b ∈ J takav da b < I. Tada je b + I nenul element u D/I. Sˇtovisˇe, kako je D/I
polje, postoji element c + I takav da je
(b + I)(c + I) = 1 + I.
Stoga je
bc + I = 1 + I
pa je
bc − 1 ∈ I ⊂ J.
Kako je b ∈ J i c ∈ D, imamo
bc ∈ J.
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Prema tome,
1 = bc − (bc − 1) ∈ J,
pa je J = 〈1〉 = D. Time smo dokazali da je I maksimalan.
Pretpostavimo sada da je I maksimalan. Da bismo pokazali da je D/I polje, dovoljno je
pokazati da b+ I , 0+ I ima multiplikativni inverz jer su sva ostala svojstva polja trivijalno
zadovoljena. Kako je b + I , 0 + I, slijedi b < I. Promotrimo sljedec´i skup
B = {x ∈ D | x = by + w za neke y ∈ D i neke w ∈ I}.
Lako se provjeri da je B ideal u D takav da je I ⊂ B. Kako je I maksimalan, mora vrijediti
B = D. Stoga je 1 ∈ D, pa je 1 = by′ + w′ za neke y′ ∈ D i neke w+ ∈ I. Dakle,
(b + I)(y′ + I) = by′ + I = 1 − w′ + I = 1 + I
pa (b + I)−1 postoji i jednak je y′ + I. 
Definicija 1.58. Neka je D integralna domena. Pravi ideal P integralne domene D je prost
ideal ako za a, b ∈ D i ab ∈ P vrijedi da je a ∈ P ili b ∈ P.
Primjer 1.59. Ideal I = 〈1 + i〉 je prost u Z + Zi.
Pretpostavimo da su a + bi ∈ Z + Zi i c + di ∈ Z + Zi takvi da je
(a + bi)(c + di) ∈ 〈1 + i〉.
Tada postoji x + yi ∈ Z + Zi takav da je
(a + bi)(c + di) = (1 + i)(x + yi).
Izjednacˇavanjem realnog i imaginarnog dijela dobivamo
ac − bd = x − y, ad + bc = x + y.
Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo
ac + ad + bc − bd = 2x,
pa je
(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd ≡ ac + ad + bc − bd = 2x ≡ 0 (mod 2).
Prema tome, jedan od a+b ili c+d je paran. Bez smanjenja opc´enitosti smijemo pretposta-
viti da je a + b paran. Prema tome, postoje u ∈ Z i v ∈ Z takvi da je a + b = 2u i a− b = 2v.
Dakle,
a + bi = (u + v) + (u − v)i = (1 + i)(u − vi)
zato je a + bi ∈ 〈1 + i〉. Time smo pokazali da je 〈1 + i〉 prost ideal. 
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Sada c´emo vidjeti uz koji uvjet je neki glavni ideal integralne domene prost ideal.
Teorem 1.60. Neka je D integralna domena. Neka je a ∈ D takav da a , 0 i a < U(D).
Tada je 〈a〉 prost ideal u D ako i samo ako je a prost u D.
Dokaz. Neka je 〈a〉 prost ideal u D. Neka su b, c ∈ D takvi da bc ∈ 〈a〉 pa a | bc. Kako
je 〈a〉 prost ideal, vrijedi da je b ∈ 〈a〉 ili c ∈ 〈a〉. Prema tome, a | b ili a | c. Time smo
pokazali da je a prost.
Neka je sada a prost u D i neka su b, c ∈ D takvi da je bc ∈ 〈a〉. Dakle, postoji d ∈ D
takav da je bc = ad, pa slijedi da a | bc. Kako je a prost, vrijedi da a | b ili a | c. Bez
smanjenja opc´enitosti smijemo pretpostaviti da a | b. Prema tome, postoji e ∈ D takav da
je b = ae pa je b ∈ 〈a〉. Time smo dokazali i da je 〈a〉 prost ideal. 
Teorem 1.61. Neka je D integralna domena i I ideal u D. Tada je D/I integralna domena
ako i samo ako je I prost.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je D/I integralna domena i da su a, b ∈ D takvi da je ab ∈ I.
Tada je (a + I)(b + I) = ab + I = 0 + I nul element integralne domene D/I. Zato sˇto je
integralna domena nema djelitelja nule, imamo a + I = 0 + I ili b + I = 0 + I, to jest imamo
ili a ∈ I ili b ∈ I, pa je I prost.
Pretpostavimo sada da je I prost ideal u D. Kako je I pravi ideal u D, D/I je komutativni
prsten s jedinicom 1 + I. Stoga preostaje provjeriti da ako je I prost, D/I nema djelitelja
nule. Pretpostavimo da su a + I ∈ D/I i b + I ∈ D/I takvi da je (a + I)(b + I) = 0 + I. Tada
je ab + I = I pa je ab ∈ I. Kako je I prost, slijedi da je a ∈ I ili b ∈ I, to jest a + I = 0 + I
ili b + I = 0 + I iz cˇega slijedi da D/I nema djelitelja nule. 
Teorem 1.62. Neka je D integralna domena te neka je I maksimalan ideal u D. Tada je I
prost ideal u D.
Dokaz. Neka je I maksimalan ideal u D. Tada je, prema Teoremu 1.57, D/I polje. No,
svako polje je i integralna domena. Slijedi da je D/I integralna domena. Sada, iz Teorema
1.61 slijedi da je I prost ideal u D. 
Teorem 1.63. Neka je D domena glavnih ideala. Neka je I pravi ideal u D. Tada je I
maksimalan ako i samo ako je I prost.
Dokaz. Iz prethodnog Teorema 1.62 direktno slijedi nuzˇnost. Trebamo josˇ dokazati do-
voljnost. Pretpostavimo da je I prost ideal u D koji nije maksimalan. Tada postoji ideal J
u D takav da je
I ⊂ J ⊂ D.
Kako je D domena glavnih ideala, imamo I = 〈a〉 i J = 〈b〉 za neke a, b ∈ D. Kako je
〈a〉 ⊂ 〈b〉, imamo a = bc za neki c ∈ D. Dakle, bc = a ∈ 〈a〉 = I i I je prost pa je b ∈ I ili
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c ∈ I. Ako je b ∈ I, onda je J = 〈b〉 ⊆ I ⊂ J, sˇto je kontradikcija. Prema tome, mora biti
c ∈ I. Stoga je c = ad za neki d ∈ D pa je a = bda. No, a , 0 pa je bd = 1. Stoga je b
jedinica i J = 〈b〉 = D ⊃ J, sˇto je kontradikcija. Dakle, I je maksimalan ideal u D. 
Poglavlje 2
Euklidska domena
2.1 Euklidska funkcija
U dokazu Teorema 1.45 iskoristili smo svojstvo cijelih brojeva da za svaki a, b ∈ Z i b > 0
postoje q, r ∈ Z takvi da vrijedi
a = qb + r, 0 ≤ r < b. (2.1)
Sˇtovisˇe, cijeli brojevi q i r su jedinstveno odredeni s a i b. Vrijedi
q = ba/bc, r = a − bba/bc, (2.2)
gdje je bxc najvec´e cijelo realnog broja x, odnosno najvec´i cijeli broj manji ili jednak broju
x. Cijeli broj q se naziva kolicˇnik, a cijeli broj r ostatak. Posebna klasa integralnih domena
su one koje posjeduju svojstvo analogno svojstvu (2.1) u Z. Takve integralne domene na-
zivamo euklidske domene. Kasnije c´emo dokazati da je euklidska domena domena glavnih
ideala. Da bismo formalno definirali euklidsku domenu, najprije trebamo definirati euklid-
sku funkciju.
Definicija 2.1. Neka je D integralna domena. Preslikavanje φ : D −→ Z naziva se euklid-
ska funkcija na D ako zadovoljava sljedec´a dva svojstva:
1) za a, b ∈ D i b , 0 je
φ(ab) ≥ φ(a), (2.3)
2) za a, b ∈ D i b , 0, postoje q, r ∈ D takvi da je
a = qb + r i φ(r) < φ(b). (2.4)
Primjer 2.2. Preslikavanje φ(a) = |a|, a ∈ Z, je euklidska funkcija na Z.
28
POGLAVLJE 2. EUKLIDSKA DOMENA 29
Sada c´emo navesti neka svojstva euklidske funkcije.
Propozicija 2.3. Neka je D integralna domena takva da posjeduje euklidsku funkciju φ.
Tada vrijede sljedec´a svojstva:
a) ako je a ∼ b, onda je φ(a) = φ(b);
b) ako a | b i φ(a) = φ(b), onda je a ∼ b;
c) a ∈ U(D) ako i samo ako φ(a) = φ(1);
d) ako je a , 0, onda φ(a) > φ(0);
za sve a, b ∈ D.
Dokaz. a) Kako je a ∼ b, postoji u ∈ U(D) takav da je a = ub. Iz (2.3) slijedi φ(a) =
φ(ub) ≥ φ(b). Buduc´i da je u ∈ U(D), imamo u−1 ∈ U(D) i b = u−1a pa opet
prema (2.3) imamo φ(b) = φ(u−1a) ≥ φ(a). Iz ove dvije nejednakosti slijedi da je
φ(a) = φ(b).
b) Prema (2.4) postoje q, r ∈ D takvi da je a = qb + r i φ(r) < φ(b) = φ(a). Sada je a | b
slijedi da a | r. Pretpostavimo da je r , 0. Tada iz (2.3) imamo φ(r) ≥ φ(a), sˇto
je kontradikcija. Pretpostavimo sada da je r = 0, odnosno a = qb. No, a | b pa je
q ∈ U(D) i slijedi a ∼ b.
c) Prvo imamo da iz a ∈ U(D) slijedi a ∼ 1 pa prema tvrdnji a) vrijedi φ(a) = φ(1). S
druge strane, prema tvdrnji b) iz 1 | a i φ(1) = φ(a) slijedi 1 ∼ a pa je a ∈ U(D).
d) Prema (2.4) postoje q, r ∈ D takvi da je 0 = qa + r, φ(r) < φ(a). Pretpostavimo da je
r , 0 i prema (2.3) imamo φ(r) = φ((−q)a) ≥ φ(a), sˇto je kontradikcija. Prema tome,
r = 0 i φ(0) < φ(a).

Definicija 2.4. Neka je D integralna domena. Ako postoji euklidska funkcija φ : D −→ Z,
onda se D naziva euklidska domena s obzirom na φ.
Ako je D euklidska domena s obzirom na neku euklidsku funkciju φ, nije bitno specifi-
cirati φ, vec´ D zovemo samo euklidska domena. Prije nego sˇto iznesemo nekoliko primjera
euklidske domene, dokazat c´emo fundamentalni teorem da je svaka euklidska domena do-
mena glavnih ideala.
Teorem 2.5. Euklidska domena je domena glavnih ideala.
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Dokaz. Neka je D euklidska domena. Prema tome, postoji euklidska funkcija φ u D. Neka
je I ideal u D. Ako je I = {0}, onda je I = 〈0〉 glavni ideal. Ako je I , {0} pretpostavljamo
da je skup S skup cijelih brojeva definiran na sljedec´i nacˇin
S = {φ(x) | x ∈ I, x , 0}.
Buduc´i da je I , {0}, S je neprazan skup. Prema Propoziciji 2.3 d), skup S je omeden
odozdo. Stoga S ima najmanji element φ(a), a ∈ I, a , 0. Ako je b ∈ I, onda jer je φ
euklidska funkcija postoje q, r ∈ D takvi da
b = qa + r, φ(r) < φ(a).
Sada jer je I ideal, r = b − aq ∈ I i kako je φ(a) najmanji element u S , slijedi da je r = 0.
Stoga, b = qa pa je I = 〈a〉. Prema tome, svaki ideal u D je glavni pa je D domena glavnih
ideala. 
2.2 Primjeri euklidskih domena
U ovom poglavlju istrazˇit c´emo kada su integralne domene oblika
• Z + Z√m za m ≡ 2, 3 (mod 4),
• Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
za m ≡ 1 (mod 4)
euklidske domene s obzirom na funkciju φm. Funkciju φm definiramo na sljedec´i nacˇin:
φm : Q(
√
m)→ Q, φm(r + s
√
m) = |r2 − ms2|
za r, s ∈ Q. U sljedec´oj lemi dokazat c´emo neka osnovna svojstva funkcije φm. Ne zabora-
vimo da je nasˇa pretpostavka cijelo vrijeme da je m kvadratno slobodan cijeli broj.
Lema 2.6. Neka je m kvadratno slobodan. Vrijede sljedec´a svojstva:
a) φm : Z + Z
√
m −→ N ∪ {0};
b) ako je m ≡ 1 (mod 4), onda φm : Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
−→ N ∪ {0};
c) φm(α) = 0 za α ∈ Q(√m) ako i samo ako α = 0;
d) φm(αβ) = φm(α) φm(β), za sve α, β ∈ Q(√m);
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e) φm(αβ) ≥ φm(α), za sve α, β ∈ Z + Z√m gdje je β , 0;
f) ako je m ≡ 1 (mod 4), onda φm(αβ) ≥ φm(α), za sve α, β ∈ Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
gdje je
β , 0.
Dokaz. a) Neka je α ∈ Z + Z√m. Tada vrijedi α = x + y√m za neke x, y ∈ Z. Vrijedi
x2 − my2 ∈ Z i |x2 − my2| ≥ 0 pa je
φm(α) = φm(x + y
√
m) = |x2 − my2| ∈ N ∪ {0}.
b) Ako je m ≡ 1 (mod 4), onda je Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
integralna domena (vidi Primjer 1.6).
Neka je α ∈ Z+Z
(
1 +
√
m
2
)
. Tada je α = x + y
(
1 +
√
m
2
)
=
(
x +
y
2
)
+
y
2
√
m za neke
x, y ∈ Z. Vrijedi
φm(α) = φm
((
x +
y
2
)
+
y
2
√
m
)
= |
(
x +
y
2
)2
−m
(y
2
)2
| = |x2+xy+1
4
(1 − m)︸    ︷︷    ︸
∈Z
y2| ∈ N∪{0}.
c) Neka je α ∈ Q(√m) pa je oblika α = r + s√m za neke r, s ∈ Q. Tada je
φm(α) = φm(r + s
√
m) = 0
ako i samo ako je
|r2 − ms2| = 0,
to jest r2 = ms2.Buduc´i da je m kvadratno slobodan to je jedino moguc´e za r = s = 0,
pa je α = r + s
√
m = 0, to jest α = 0.
d) Neka su α, β ∈ Q(√m). Tada je α = x + y√m i β = u + v√m za neke x, y, u, v ∈ Z.
Stoga je
φm(αβ) = φm((x + y
√
m)(u + v
√
m)) = φm((xu + myv) + (xv + yu)
√
m)
= |(xu + myv)2 − m(xv + yu)2| = |x2u2 + m2y2v2 − mx2v2 − my2u2|
= |(x2 − my2)(u2 − mv2)| = φm(α)φm(β).
e) Neka su α, β ∈ Z + Z√m gdje je β , 0. Prema tvrdnji c) imamo φm(β) , 0. Zatim,
prema a) zakljucˇujemo da je φm(α) ≥ 0 i φm(β) ≥ 1. Stoga, iz tvrdnje d) slijedi
φm(αβ) = φm(α) φm(β) ≥ φm(α)
.
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f) Slijedi analogno kao i e) samo sˇto u dokazu umjesto tvrdnje a) koristimo tvrdnju b).

U sljedec´em teoremu vidjet c´emo koji je nuzˇan i dovoljan uvjet da Z + Z
√
m bude
euklidska domena s obzirom na preslikavanje φm.
Teorem 2.7. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je integralna domena Z+Z
√
m
euklidska domena s obzirom na φm ako i samo ako za svaki x, y ∈ Q postoje a, b ∈ Z takvi
da je
φm((x + y
√
m − (a + b√m)) < 1. (2.5)
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je Z + Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm. Neka su
x, y ∈ Q. Tada je x + y√m = (r + s√m)/t za neke cijele brojeve r, s, t, gdje je t , 0. Buduc´i
da je φm euklidska funkcija na Z + Z
√
m, postoje a + b
√
m, c + d
√
m ∈ Z + Z√m takvi da
vrijedi
r + s
√
m = t(a + b
√
m) + (c + d
√
m), φm(c + d
√
m) < φm(t).
Prema tome, iz Leme 2.6 d) slijedi
φm((x + y
√
m)− (a + b√m)) = φm
(
r + s
√
m
t
− (a + b√m)
)
= φm
(
r + s
√
m − t(a + b√m)
t
)
= φm
(
c + d
√
m
t
)
=
φm(c + d
√
m)
φm(t)
< 1.
Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi (2.5). Da bismo dokazali da je Z + Z
√
m euklidska
domena trebamo pokazati da je φm euklidska funkcija, to jest trebamo provjeriti da vrijedi
(2.3) i (2.4). Nejednakost (2.3) slijedi iz Leme 2.6 e). Dakle, preostaje provjeriti (2.4).
Neka su r + s
√
m, t + u
√
m ∈ Z + Z√m, gdje je t + u√m , 0. Tada je
r + s
√
m
t + u
√
m
= x + y
√
m,
gdje je
x =
tr − msu
t2 − mu2 ∈ Q, y =
st − ru
t2 − mu2 ∈ Q.
Uocˇimo da t + u
√
m , 0 povlacˇi da t2−mu2 , 0. Sada iz (2.5) slijedi da postoji a + b√m ∈
Z + Z
√
m takav da
φm((x + y
√
m − (a + b√m)) < 1.
Stavimo c = r − at − bum ∈ Z i d = s − au − bt ∈ Z pa je
c + d
√
m = (r + s
√
m) − (a + b√m)(t + u√m) ∈ Z + Z√m.
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Prema tome vrijedi,
r + s
√
m = (a + b
√
m)(t + u
√
m) + (c + d
√
m)
i prema Lemi 2.6 d) imamo
φm(c + d
√
m) = φm((r + s
√
m) − (a + b√m)(t + u√m))
= φm((x + y
√
m)(t + u
√
m) − (a + b√m)(t + u√m))
= φm((t + u
√
m)((x + y
√
m) − (a + b√m)))
= φm(t + u
√
m)φm((x + y
√
m) − (a + b√m))
< φm(t + u
√
m).

Prethodni teorem nam omoguc´uje odrediti sve negativne kvadratno slobodne cijele bro-
jeve m za koje je Z + Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm.
Teorem 2.8. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je integralna do-
mena Z + Z
√
m euklidska s obzirom na φm ako i samo ako je m = −1,−2.
Dokaz. Prvo c´emo dokazati da je Z + Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm za m = −1
i m = −2. Neka su x, y ∈ Q. Tada postoje a, b ∈ Z takvi da je
|x − a| ≤ 1
2
, |y − b| ≤ 1
2
.
Za m ∈ {−1,−2} vrijedi
φm((x+y
√
m)−(a+b√m)) = φm((x−a)+(y−b)
√
m) = |(x−a)2−m(y−b)2| ≤ 1
4
+2·1
4
=
3
4
< 1.
Stoga prema Teoremu 2.7 zakljucˇujemo da je Z+Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm
za m = −1 i m = −2.
Pretpostavimo sada da je Z + Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm. Tada prema
Teoremu 2.7 postoje a, b ∈ Z takvi da je
φm
(
(
1
2
+
1
2
√
m) − (a + b√m)
)
< 1.
Buduc´i da je −m = |m|, imamo (
1
2
− a
)2
+ |m|
(
1
2
− b
)2
< 1.
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Za bilo koji cijeli broj x imamo
|1
2
− x| ≥ 1
2
,
(
1
2
− x
)2
≥ 1
4
,
pa je
1
4
+
|m|
4
< 1,
odnosno |m| < 3. Prema tome, m = −1 i m = −2 su jedine moguc´nosti. 
Iskazat c´emo josˇ nekoliko teorema, no nec´emo provesti i njihov dokaz. Dokaz sljedec´eg
teorema provodi se analogno kao i dokaz Teorema 2.8.
Teorem 2.9. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m ≡ 1 (mod 4). Tada je
integralna domena Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
euklidska domena s obzirom na φm ako i samo ako za
svaki x, y ∈ Q postoje a, b ∈ Z takvi da
φm
(
(x + y
√
m) −
(
a + b
(
1 +
√
m
2
)))
< 1.
Iz Teorema 2.9 mozˇemo odrediti negativne kvadratno slobodne cijele brojeve m ≡ 1
(mod 4) za koje je Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
euklidska domena s obzirom na φm. To c´emo iskazati
u sljedec´em teoremu.
Teorem 2.10. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m ≡ 1
(mod 4). Tada je integralna domena Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
euklidska domena s obzirom na φm
ako i samo ako m = −3,−7,−11.
Odredivanje pozitivnih kvadratno slobodnih cijelih brojeva m za koje su Z + Z
√
m za
m ≡ 2, 3 (mod 4) i Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
za m ≡ 1 (mod 4) euklidske domene s obzirom na φm
je mnogo slozˇenije. Bio je to vrhunac napora mnogih matematicˇara 20. stoljec´a. Do sada
poznati posljednji korak u odredivanju takvim m-ova objavili su matematicˇari Chatland i
Davenport 1950. Radi se o dva teorema cˇije dokaze takoder nec´emo provoditi.
Teorem 2.11. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m ≡ 2, 3
(mod 4). Tada je integralna domena Z + Z
√
m euklidska domena s obzirom na φm ako i
samo ako m = 2, 3, 6, 7, 11, 19, 57.
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Teorem 2.12. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m ≡ 1
(mod 4). Tada je integralna domena Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
euklidska domena s obzirom na
φm ako i samo ako m = 5, 13, 17, 21, 29, 33, 37, 41, 73.
Pokazat c´emo dio tvrdnje sadrzˇane u iskazu Teorema 2.11, odnosno pokazat c´emo
sljedec´u propoziciju.
Propozicija 2.13. Ako je m ∈ {2, 3, 6}, onda je Z + Z√m euklidska domena s obzirom na
φm.
Dokaz. Pokazˇimo prvo za m = 2, 3. Neka su x, y ∈ Q. Tada postoje a, b ∈ Z takvi da je
|x − a| ≤ 1
2
, |y − a| ≤ 1
2
.
Buduc´i da je (x − a)2 ≥ 0 i m(y − b)2 ≥ 0, imamo
|(x − a)2 − m(y − b)2| ≤ max(|x − a|2,m|y − b|2) ≤ 3
4
.
Stoga
φm((x + y
√
m)2 − (a + b√m)) = |(x − a)2 − m(y − b)2| < 1,
pa tvrdnja slijedi prema Teoremu 2.7.
Neka je sada m = 6. Pretpostavimo da Z + Z
√
m nije euklidska domena s obzirom na
φ6. Tada, prema Teoremu 2.7 postoje r, s ∈ Q takvi da
φ6((r + s
√
6) − (x + y√6)) ≥ 1, za sve x, y ∈ Z,
to jest
|(r − x)2 − 6(s − y)2| ≥ 1 za sve x, y ∈ Z.
Uzmimo 1 = ±1 i u1 ∈ Z takve da
0 ≤ 1r + u1 ≤ 12
i 2 = ±1 i u2 ∈ Z takve da
0 ≤ 2s + u2 ≤ 12 .
Stavimo
r1 = 1r + u1 ∈ Q, x1 = 1x + u1 ∈ Z,
s1 = 2s + u2 ∈ Q, y1 = 2y + u2 ∈ Z,
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pa je
0 ≤ r1 ≤ 12 , 0 ≤ s1 ≤
1
2
, (2.6)
i
|(r1 − x1)2 − 6(s1 − y1)2| ≥ 1 (2.7)
za sve x1, y1 ∈ Z. Uvrsˇtavajuc´i (x1, y1) = (0, 0), (1, 0) i (−1, 0) u (2.7), dobivamo sljedec´e
nejednakosti 
|r21 − 6s21| ≥ 1,|(1 − r1)2 − 6s21| ≥ 1,|(1 + r1)2 − 6s21| ≥ 1.
(2.8)
Iz (2.6) dobivamo 
−3
2
≤ r21 − 6s21 ≤
1
4
,
−5
4
≤ (1 − r1)2 − 6s21 ≤ 1,
−1
2
≤ (1 + r1)2 − 6s21 ≤
9
4
.
(2.9)
Sada iz (2.8) i (2.9) slijedi
− 3
2
≤ r21 − 6s21 ≤ 1, (2.10)
(i) (1 − r21) − 6s21 = 1 ili (ii) −
5
4
≤ (1 − r21) − 6s21 ≤ −1, (2.11)
1 ≤ (1 + r1)2 − 6s21 ≤
9
4
. (2.12)
Iz (2.10) i (2.12) dobivamo,
1 ≤ 1 + 2r1 + (r21 − 6s21) ≤ 2r1,
pa je r1 ≥ 12. No, znamo da je r1 ≤
1
2
pa mora biti r1 =
1
2
. Sada iz (2.11 (i)) slijedi
1
4
−6s21 = 1, sˇto je nemoguc´e. Iz (2.11 (ii)) imamo
1
4
−6s21 ≤ 1 pa je s21 ≥
5
24
. No, iz (2.12)
slijedi da je 6s21 ≤ (1 + r1)2 − 1 =
5
4
, to jest s21 ≤
5
24
pa je s21 =
5
24
, sˇto je nemoguc´e. Time
smo dokazali da je Z + Z
√
6 euklidska domena s obzirom na φ6. 
Navest c´emo jedan primjer domene koja nije euklidska. Za tu svrhu potreban nam je
sljedec´i teorem.
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Teorem 2.14. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj. Ako postoje razlicˇiti
neparni brojevi p i q takvi da je (
m
p
)
=
(
m
q
)
= −1,
zatim pozitivni cijeli brojevi t i u takvi da je
pt + qu = m, p - t, q - u,
i cijeli broj r takav da je
r2 ≡ pt (mod m),
onda Z + Z
√
m s obzirom na φm nije euklidska domena.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da Z+Z
√
m je euklidska domena s obzirom na φm.
Tada postoje γ, δ ∈ Z + Z√m takvi da je
r
√
m = mγ + δ, φm(δ) < φm(m).
Stavimo γ = x + y
√
m, x, y ∈ Z, pa dobivamo
φm(r
√
m − m(x + y√m)) < φm(m),
to jest
|m2x2 − m(r − my)2| < m2,
pa je
|mx2 − (my − r)2| < m.
Buduc´i da je
mx2 − (my − r)2 ≡ −r2 ≡ −pt (mod m)
i
0 < pt < pt + qu = m,
mora biti
mx2 − (my − r)2 = −pt ili m − pt;
pa je
mX2 − Y2 = −pt ili qu
za cijele brojeve X(= x) i Y(= my − r).
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Pretpostavimo prvo da je mX2 − Y2 = −pt. Kako je
(
m
p
)
= −1, slijedi da p - m. Dalje,
iz p - t slijedi p|| − pt. Prema tome, p - X ip - Y . Stoga,(
m
p
)
=
(
mX2
p
)
=
(
Y2
p
)
= 1,
sˇto je u kontradikciji
(
m
p
)
= −1.
Neka je sada mX2 − Y2 = qu. Kako je
(
m
q
)
= −1, slijedi da q - m. Dalje, iz q - u slijedi
q ‖ −qu. Prema tome, q - X i q - Y . Stoga,(
m
q
)
=
(
mX2
q
)
=
(
Y2
q
)
= 1,
sˇto je u kontradikciji
(
m
q
)
= −1. Dakle, Z + Z√m s obzirom na φm nije euklidska domena.

Teorem 2.15. Z + Z
√
m s obzirom na φm nije euklidska domena za m = 23, 47, 59, 83.
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz prethodnog teorema i sljedec´e tablice.
m p q t u r
23 3 5 1 4 7
47 3 5 4 7 23
59 3 7 15 2 24
83 3 5 1 16 13

2.3 Reprezentabilnost prostog broja pomoc´u binarne
kvadratne forme
Izraz oblika ax2 +bxy+cy2, gdje su a, b, c ∈ Z naziva se binarna kvadratna forma. Kazˇemo
da je cijeli broj n reprezentiran pomoc´u binarne kvadratne forme ax2 +bxy+cy2 ako postoje
cijeli brojevi x i y takvi da je n = ax2 + bxy + cy2. Na primjer, cijeli broj 31 se mozˇe
reprezentirati formom x2 + xy + 3y2 jer je 31 = 12 + 1 · 3 + 3 · 32, ali cijeli broj 2 se ne mozˇe
reprezentirati formom x2 + 5y2.
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Prema Teoremu 2.8 i Teoremu 2.10 slijedi da su Z + Z
√
m za m = −1,−2 i Z +
Z
(
(1 +
√
m)/2
)
za m = −3,−7,−11 euklidske domene pa mozˇemo primijeniti Teorem
1.50 i Teorem 1.51 da odredimo kada je neparan prost broj p reprezentiran svakom od ovih
formi:
• x2 + y2, x2 + 2y2,
• x2 + xy + y2,
• x2 + xy + 2y2,
• x2 + xy + 3y2.
Prisjetimo se Legendrovih simbola. Za neparan prost broj p vrijedi(−1
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1 (mod 4), (2.13)(−2
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 3 (mod 8), (2.14)(−3
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1 (mod 3), (2.15)(−7
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 2, 4 (mod 7), (2.16)(−11
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 3, 4, 5, 9 (mod 11). (2.17)
Primjer 2.16.
(−3
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1 (mod 3).
Kako je
(−3
p
)
=
(−1
p
) (
3
p
)
= 1, imamo dvije moguc´nosti:
1)
(−1
p
)
= 1 i
(
3
p
)
= 1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p ≡ 1 (mod 4). Prema Gaussovom
zakonu reciprociteta je
(
3
p
)
=
( p
3
)
= 1, pa je p ≡ 1 (mod 3). Zajedno ova dva uvjeta
daju p ≡ 1 (mod 12).
2)
(−1
p
)
= −1 i
(
3
p
)
= −1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p ≡ 3 (mod 4), a za drugi prema
Gaussovom zakonu reciprociteta vrijedi −1 =
(
3
p
)
= −
( p
3
)
sˇto je ekvivalentno s
p ≡ 1 (mod 3). Zajedno ova dva uvjeta daju p ≡ 7 (mod 12).
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Iz prvog i drugog slucˇaja zakljucˇujemo da je p ≡ 1 (mod 3). 
Teorem 2.17. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1 (mod 4). Tada postoje cijeli brojevi
x i y takvi da vrijedi p = x2 + y2.
Dokaz. Kako je p ≡ 1 (mod 4), iz (2.13) slijedi da je
(−1
p
)
= 1. Buduc´i da je Z + Z
√−1
euklidska domena, prema Teoremu 2.5 to je i domena glavnih ideala. Prema tome, po
Teoremu 1.50 postoje cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi p = x2 + y2. 
Teorem 2.18. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 3 (mod 8). Tada postoje cijeli brojevi
x i y takvi da vrijedi p = x2 + 2y2.
Dokaz. Dokaz se provodi analogno kao i prethodni samo sˇto umjesto (2.13) iskoristimo
(2.14). 
Teorem 2.19. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1 (mod 3). Tada postoje cijeli brojevi
x i y takvi da vrijedi p = x2 + xy + y2.
Teorem 2.20. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 2, 4 (mod 7). Tada postoje cijeli
brojevi x i y takvi da vrijedi p = x2 + xy + 2y2.
Teorem 2.21. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 3, 4, 5, 9 (mod 11). Tada postoje
cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi p = x2 + xy + 3y2.
U Teoremu 2.13. pokazali smo da je Z + Z
√
m euklidska domena za m = 2, 3, 6.
Prisjetimo se iz elementarne teorije brojeva da za neparan prost broj p vrijedi(
2
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 7 (mod 8), (2.18)(
3
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 11 (mod 12), (2.19)(
6
p
)
= 1 ako i samo ako p ≡ 1, 5, 19, 23 (mod 24). (2.20)
Iz Teorema 1.50, primjenjujuc´i gore navedeno slijede tri teorema.
Teorem 2.22. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 7 (mod 8). Tada postoje cijeli brojevi
x i y takvi da vrijedi p = x2 − 2y2.
Dokaz. U dokazu se koristi cˇinjenica da je T 2 − 2U2 = −1 za T = U = 1. 
Teorem 2.23. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 11 (mod 12). Tada postoje cijeli
brojevi x i y takvi da je p = x2 − 3y2 ili p = 3y2 − x2.
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Dokaz. U dokazu se koristi cˇinjenica da ne postoje cijeli brojevi T i U takvi da je T 2 −
3U2 = −1. 
Teorem 2.24. Neka je p prost broj takav da je p ≡ 1, 4, 19, 23 (mod 24). Tada postoje
cijeli brojevi x i y takvi da je p = x2 − 6y2 ili p = 6y2 − x2.
Dokaz. U dokazu se koristi cˇinjenica da ne postoje cijeli brojevi T i U takvi da je T 2 −
6U2 = −1. 
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Sazˇetak
Ukratko, u prvom dijelu ovog rada promatra se algebarska struktura integralne domene i
dokazuju osnovna svojstva. Navode se primjeri integralnih domena s posebnim naglaskom
na skupove oblika Z + Z
√
m i Z + Z
(
1 +
√
m
2
)
gdje je m kvadratno slobodan cijeli broj.
Nadalje, u radu se definiraju asocirani, ireducibilni te prosti elementi integralne domene
i neka njihova svojstva. Radi opsezˇnijeg istrazˇivanja djeljivosti, rasprava je ogranicˇena
na posebnu klasu integralnih domena, a to su domene glavnih ideala. U drugom poglavlju
definira se euklidska domena te promatraju skupovi koji tvore takvu strukturu posebno sku-
povi oblika Z+Z
√
m i Z+Z
(
1 +
√
m
2
)
. Zanimljivo je da ti skupovi tvore euklidsku domenu
s obzirom na funkciju φm(r+ s
√
m) = |r2−ms2| ako i samo ako je m ∈ {−1,−2,−3,−7,−11}
za m < 0 i m ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73 za m > 0. Dokazana
svojstva omoguc´uju prikaz neparnog prostog broja p pomoc´u binarne kvadratne forme
(x2 + y2, x2 + 2y2, x2 + xy + y2, x2 + xy + 2y2 i x2 + xy + 3y2).
Summary
In the first part of this thesis we study the algebraic structure of integral domains and prove
some basic properties of them. We give the examples of integral domains with the emphasis
on sets of the form Z+Z
√
m and Z+Z
(
1+
√
m
2
)
, where m is a squarefree integer. Moreover,
associates, irreducible and prime elements of an integral domain with their properties are
introduced. Also, for a deeper investigation of divisibility, we limit our discussion to a
special class of integral domains - a principal ideal domain.
In the second part, we discuss Euclidean domains especially among the sets Z + Z
√
m
and Z + Z
(
1+
√
m
2
)
. It is interesting that these sets are Euclidean domains with respect to
the function φm(r + s
√
m) = |r2 − ms2| if and only if m ∈ {−1,−2,−3,−7,−11} for m < 0
and m ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73} for m > 0. We apply these
results to determine when an odd prime can be represented by a binary quadratic form
(x2 + y2, x2 + 2y2, x2 + xy + y2, x2 + xy + 2y2 and x2 + xy + 3y2).
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